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ABSTRAKT 
Tato bakalářská práce pojednává o možnostech využití virtuálního prototypu při návrhu obrá-
běcího stroje. Virtuální prototyp lze rozdělit na vizuální a výpočtový model. Obě části prototypu 
je možné analyzovat dle požadovaných kritérií a tak získat optimální výsledek navrhovaného 
předmětu. Tyto analýzy efektivně snižují výdaje při návrhu obráběcího stroje. Užití virtuálního 
prototypu zajišťuje schopnost výroby již prvního kusu dle požadavků zakázky. V porovnání 
s přístupem pomocí fyzického prototypu je tedy dosaženo daleko větší časové i finanční úspory, 
jelikož zde nevznikají zmetkovité součásti.  
ABSTRACT 
This bachelor thesis discusses about possibilities of using virtual prototype in design stage of 
the machine tool. The virtual prototype can be divided into a visual and an analytical model. 
Both parts of the prototype are possible to analyze with the required criteria and thus obtain an 
optimal result of proposed object. These analyses effectively reduce costs during the design 
stage of the machine tool. Using of the virtual prototype ensures that the first manufactured 
piece is correct according to the required criteria. Compared with an access using a physical 
prototype is achieved far greater time and financial savings because there are not created non- 
-usable parts. 
KLÍČOVÁ SLOVA 
virtuální prototyp, obráběcí stroj, metoda konečných prvků, analýza soustavy těles,  
CO-simulace, virtuální realita 
KEYWORDS 
Virtual prototype, machine tool, finite element method, multi body system, CO-simulation, vir-
tual reality 
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1 ÚVOD 
Pojem virtuální prototyp (VP) představuje simulační model vyšetřovaného objektu či soustavy 
objektů. Jeho funkcí je náhrada fyzického prototypu za účelem snížení výrobních nákladů pro-
jektu. Pod tímto termínem se ukrývá nejen model přenesený do počítačové grafiky, zahrnuje 
také matematické řešení rovnic popisující chování a vlastnosti daného objektu. Tyto rovnice 
mohou být součástí počítačového programu, jedná se ale také o výpočtové části zaznamenané 
pomocí tužky a papíru. Modelovací postup VP je zobrazen na obr. 1.1. [1] 
S virtuálním prototypem se lze setkat v mnoha odvětvích, kde zabírá místo při počáteč-
ním řešení projektu. V automobilovém průmyslu nachází uplatnění při crash testech. V lékař-
ském odvětví usnadňuje výrobu technických zařízení. Slouží také pro testování nových typů 
materiálu, které by bylo obtížné a drahé aplikovat pomocí na reálném prototypu. Využívá se 
také při letecké nebo kosmické technice, kde by bylo testování fyzických prototypů v počátcích 
projektu velmi náročné a finančně nákladné. Virtuální prototyp taktéž nachází uplatnění při ná-
vrhu a analýze strojních součástí.  
 
obr. 1.1: Modelovací postup [2] 
Virtuální prototypování popisuje velkou skupinu prostředků užívaných při návrhu ob-
ráběcího stroje. Možné přístupy jsou zobrazeny v tabulce 1.1. 
Tabulka 1.1: Přístupy virtuálního prototypování [3] 
Název Zkratka Funkce 
Virtuální modelování VMT Tvorba a analýza virtuálního modelu 
Virtuální výroba VMfg Zajištění vyrobitelnosti navržených součástí 
Virtuální montáž VA Zajištění sestavení a montáže vyrobených součástí 
Virtuální obrábění VMach Simulace obráběcího procesu (výsledná přesnost, 
rychlost, odvod tepla, atd.) 
Virtuální realita VR Zobrazení virtuálního modelu 
Virtuální prostředí VE Svět určený pro projekci virtuální reality 
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Při práci s virtuálním prototypem odpadá drahé testování a následné úpravy fyzických 
součástí, podsestav a sestav obráběcího stroje podle výsledků analýz, jak je tomu u práce s fy-
zickým prototypem. Optimalizace VP je tak v porovnání s fyzickým prototypem velmi efek-
tivní, jelikož se zde nevytváří žádné zmetkovité součásti. Celkové náklady projektu tedy vý-
razně klesají. Při tomto postupu stačí pouze editovat příslušné parametry modelů dle výsledků 
simulací, výpočtů, případně požadavků zakázky. Použití VP umožňuje analyzovat několik po-
tenciálních variant obráběcího stroje a najít optimální řešení dle zadání. Porovnání obou po-
stupů je znázorněno na obr. 1.2 a obr. 1.3 [1] 
 
obr. 1.2: Schéma návrhu obráběcího stroje pomocí fyzického prototypu [4] 
 
obr. 1.3: Schéma návrhu obráběcího stroje pomocí virtuálního prototypu [4] 
Návrh obráběcího stroje obnáší velmi široký okruh požadavků z různých oblastí tech-
niky. Vhodným řešením se zde ukazuje mechatronické pojetí problému. Princip mechatronic-
kého systému je zobrazen na obr. 1.4 [5] 
 
obr. 1.4: Schéma mechatronického systému [5] 
  
 17 
 
Tvorba virtuálního prorotypu je vykonávána činností zvanou modelování. Základní ter-
míny vztahující se k této oblasti jsou uvedené v tabulce 1.2. 
Tabulka 1.2: Základní termíny modelování [6] 
Termín Popis 
Subjekt Osoba nebo skupina osob provádějící modelování 
Objekt a) Primární objekt - předmět, který je podkladem pro mo-
delování 
b) Sekundární objekt – modelový objekt vytvořený sub-
jektem 
Model Zjednodušené zobrazení objektu určeného k řešení daného 
problému 
Modelový objekt Pomocný prostředek sloužící k řešení problémů na objek-
tech. V praxi je užíváno modelových objektů: 
a) podobnostních  
b) analogových 
c) výpočtových 
Modelování Činnost prováděná při tvorbě modelu 
Druhy modelování: 
a) materiální – objektem je těleso 
b) abstraktní – objektem je informace, teorie, znalost 
c) hybridní – kombinace materiálového a abstrakt-
ního modelování 
Zobrazení Vazba sekundárního objektu na primární objekt 
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2 OBRÁBĚNÍ, OBRÁBĚCÍ STROJ 
Termín obrábění popisuje úpravu tvaru předmětu s odběrem materiálu ve formě třísky. Obrá-
běný materiál nese označení obrobek. Na obr. 2.1 jsou zobrazeny základní plochy obrobku 
vzniklé při procesu obrábění. Obráběná plocha je plocha připravená pro operaci obrábění. Pře-
chodová plocha je plocha, která je v daném okamžiku obráběná. Obrobená plocha je plocha 
vniklá po operaci obrábění. [7] 
 
obr. 2.1: Základní plochy obrábění [7] 
Mezi základní metody obrábění patří: 
a) Soustružení 
b) Frézování 
c) Vrtání, vyvrtávání, vyhrubování, vystružování 
d) Hoblování, obrážení 
e) Protahování, protlačování 
f) Broušení, honování, lapování, superfinišování 
g) Speciální metody (obrábění závitů, ozubených kol, beztřískové dokončování) 
Jedním z mnoha požadavků na moderní obráběcí centra je univerzálnost stroje. Tím je 
myšlena možnost uskutečnění výše zmíněných obráběcích metod na jednom obráběcím stroji. 
Pro splnění tohoto požadavku je nutné definovat pohyby jednotlivých součástí obráběcího 
stroje pro zajištění správné polohy nástroje a zajištění řezného pohybu. Kinematika obráběcích 
center je určena nejčastěji pomocí pěti nebo šesti os pohybu zobrazených na obr. 2.2. Ta-
bulka 2.1 popisuje základní rozdělení částí stroje. [7] 
 
obr. 2.2: Osy obráběcího centra [8] 
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Tabulka 2.1: Rozdělení a funkce částí obráběcího stroje [7] 
Systém Subsystémy Funkce subsystémů Části stroje 
Obráběcí stroj 
staticko-nosné 
 uchycují mechanismy 
stroje 
 zachycují řezné odpory 
 tlumí vibrace 
lože 
základové desky 
rámy 
stojany 
příčníky 
konzoly 
vřeteníky 
suporty 
stoly 
upínače 
energeticky-
kinetické 
 transferují energii do 
místa řezu 
 vyvozují funkční a po-
mocné pohyby 
 realizují řezný pohyb 
náhonové jednotky 
převodovky pro hlavní pohyb 
vřetena a jejich uložení 
mechanismy pro vedlejší pohyb 
kluzná a valivá uložení suportů a stolů 
regulační a 
pomocné 
 spouštějí, regulují a 
ukončují řezný proces 
 udržují požadovanou re-
lativní polohu nástroje a 
obrobku během řezného 
procesu 
 zajišťují spolehlivou 
bezpečnost a funkci 
stroje 
spouštěcí a ovládací prvky 
dorazy, narážky 
měřící jednotky, řídicí systémy 
mazací okruhy 
chlazení 
odvod třísek 
kryty 
manipulátory 
2.1 Nosná část 
Nosná část plní funkci základního tělesa funkčních části obráběcího stroje. Pro plnění svého 
účelu tedy musí vykazovat následující vlastnosti: [4] 
 Vysoká statická tuhost, pevnost 
 Vysoký utlum vibrací 
 Nízká hmotnost 
 Tepelná stabilita  
Důležitým hlediskem je také nízká finanční a výrobní náročnost. Ve většině případů 
nosných soustav obráběcích strojů se jedná o odlitky nebo svařence. Dalším aspektem návrhu 
nosné části obráběcího stroje je volba materiálu. Zpravidla se části vyrábí z kovových materiálů 
(litina, ocel na odlitky). V současné době již lze také použít nekovové (částicové nebo vláknové 
kompozity) nebo přírodní materiály (např. žula). Hlavními výhodou použití kovových materi-
álů je výborná pevnostní charakteristika a vysoká teplená vodivost. U částicových kompozit jde 
hlavně o nízkou hustotu. Pevnostní charakteristiky jsou zde několikanásobně menší. V součas-
nosti se již také uplatňují kombinace kovových a nekovových materiálů. Zpravidla se používá 
beton nebo polymer-beton jako výztuž nosné části obráběcího stroje a ocel v nosných a kritic-
kých místech soustavy. [4] 
Tuhost nosné soustavy určují vazby mezi jednotlivými tělesy. Součásti jsou vzájemně 
montovány nebo svařovány. Velikost tuhosti obráběcího stroje určuje také vazba mezi nosnou 
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částí a základovou deskou, na které obráběcí stroj stojí. Lehké stroje lze umístit na betonovou 
podlahu výrobní haly. Větší stroje však vyžadují samostatnou základovou desku. Ta působí 
jako tlumič kmitů. V nosné soustavě tak dochází ke snížení nežádoucích deformací. [1] [4] 
Třetím hlediskem je správná volba topologie sestavy. Vhodné tvarování součásti umož-
ňuje snížit napětí působící v kritickém místě součásti. Zvýšení bezpečnosti v krutu a ohybu lze 
dosáhnout účelným žebrováním. Žebro poskytuje vyváženější rozložení napětí v tělese 
a dokáže tak eliminovat kritické místo tělesa. Umožňuje také lepší vedení tepla. Pro zobrazení 
vhodnosti použití žebrování byla provedena pevnostní analýza v programu Autodesk Inventor 
Professional 2016. Na následujících obrázcích je znázorněno zatížení svařované zkušební se-
stavy zatížené ohybovým momentem, krouticím momentem a smykovou silou. Obr. 2.3 popi-
suje soustavu složenou z dvou vzájemně kolmých desek. Při druhé analýze (obr. 2.4) je soustava 
těles vyztužena o žebro. Velikost silových parametrů je totožná s hodnotami první analýzy. [1] 
[4]  
 
obr. 2.3: Simulace zatížení zkušební soustavy bez vyztužení 
 
obr. 2.4: Simulace zatížení zkušební soustavy vyztužené žebrem 
Z výsledků pevnostní analýzy lze prohlásit, že v případě zatížení soustavy bez žebra se 
kritické místo vyskytuje v oblasti spoje obou deskových součástí označené bodem A. Při pou-
žití žebra je slabé místo odstraněno a napětí v této oblasti výrazně klesá. Vzniká zde však nové 
kritické místo v působišti maximálního ohybového momentu ve směru žebra. Ekvivalentní na-
pětí von Mises v místě B narostlo z důvodu zamezení posunutí příčné desky ve směru osy x. 
Došlo zde také k vytvoření vrubu v místě spoje desky a žebra. Při použití vhodného tvaru žebra 
A 
Max: 81,05 MPa 
B 
A 
Max: 290,7 MPa 
B 
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a technologických úprav bude výsledné napětí zredukováno na nižší hodnotu.1 Vyztužení sou-
části žebrem tedy přináší eliminaci jednoho kritického místa za cenu vytvoření nového kritic-
kého místa. Důkladnou analýzou je tedy důležité zjistit, zda použití žebrování v daném případě 
přinese požadované zvýšení bezpečnosti celé soustavy těles. 
Dalším z řady hledisek je kvalitní tepelná stabilita nosné součásti. Na obr. 2.5 je zobra-
zeno schéma přeměny práce na teplo během procesu obrábění a jeho odvod z místa řezu. Pro-
cesem obrábění se celková práce řezného procesu mění na teplo, které je až z 99% odváděno 
do tělesa stroje. Tento odvod tepla způsobuje deformace strojních součástí, které snižují přes-
nost obráběcího procesu stroje. Proto musí konstruktér volit materiál a topologii součástí tak, 
aby těmto deformacím bylo zabráněno, případně byly tyto deformace minimalizovány. [7] [4] 
 
Na obr. 2.6 je zobrazena nosná část obráběcího stroje společnosti Scott Machinery. Vý-
sledného tvaru nosných soustav je dosaženo pomocí návrhových metod popsaných v kapitole 3. 
 
obr. 2.6: Nosná část obráběcího stroje [9] 
                                                 
1 Účelem testování zkušebních součástí bylo vyhodnocení ekvivalentního napětí v kritickém místě A, proto nebyla 
tato skutečnost předmětem řešení. 
obr. 2.5: Odvod tepla při procesu obrábění [7] 
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2.2 Vřeteník 
Vřeteník je soustava těles primárně určená pro zajištění tuhosti obrobku, případně obráběcího 
nástroje. Dalšími požadovanými vlastnostmi jsou zajištění chlazení a mazání vřetene a také 
těsnění soustavy vřeteníku. Diagram (obr. 2.7) popisuje přehled funkcí soustavy vřetene. 
Obr. 2.8 poté zobrazuje rozvržení těles v této soustavě. [4] 
 
obr. 2.7: Schématické rozdělení částí vřeteníku [4] 
 
obr. 2.8: Vřeteník obráběcího stroje [10][8] 
 
Uložení hřídele vřetene ve skříni může být provedeno následujícími třemi způsoby: [4] 
a) Uložení valivými ložisky – pro přenos pouze axiální síly (axiální kuličková ložiska), 
pouze radiální síly (válečková ložiska – jednořadá, dvojřadá) nebo kombinované radi-
ální a axiální síly (kuželíkové ložiska, kuličkové ložiska s kosoúhlým stykem) 
b) Uložení kluznými ložisky – hydrostatická, aerostatická, hydrodynamická nebo aerody-
namická ložiska 
c) Elektromagnetická ložiska 
Pro zajištění požadované přesnosti obráběcího stroje je důležitým parametrem tuhost soustavy 
vřetene. Tuhost je řešena ve dvou rovinách: [4] 
a) Tuhost v axiální rovině – důležitá při frézování, čelním soustružení, vrtání nebo brou-
šení, lze počítat analyticky nebo numericky 
b) Tuhost v radiální rovině – ložisko je v radiálním směru zatíženo nerovnoměrně, je tedy 
nutné užít experimentální nebo numerický přístup 
Určení dynamické tuhosti a rezonančních frekvenční vřetene je provedeno dynamickou analý-
zou popsanou v kapitole 3.2.3. 
Vřeteno musí být schopné vyvinout požadovanou frekvenci otáčení pro zajištění řezné 
rychlosti. S vysokými frekvencemi otáčení rostou třecí síly v jednotlivých prvcích soustavy, 
které jsou přeměňovány na teplo. Aby nedošlo k termálním deformacím jednotlivých součástí, 
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je nutné toto teplo eliminovat. Provedení termální analýzy vřetene metodou konečných prvků 
je zobrazeno v kapitole 3.3.5. Při návrhu vřetene je taktéž nutné uvažovat požadavky rychlého 
rozběhu vřetene a také jeho brždění při zastavování, kdy se kinetická energie přeměňuje na 
teplo. Na obr. 2.9 je uskutečněno schématické zobrazení jednotlivých příspěvků do celkové 
deformace vřeteníku. [4] [11] 
 
obr. 2.9: Výsledná deformace soustavy vřeteníku [4] 
2.3 Upnutí obrobku 
Hlavním požadavkem na upínací soustavu je schopnost zajištění vysoké tuhosti obrobku vůči 
tělesu obráběcího stroje. Velikost upínacích sil musí tedy dosahovat takových hodnot, aby cel-
ková řezná síla nástroje působícího na obrobek nezpůsobila nežádoucí deformaci nebo pohyb 
obráběného materiálu. Obrobek může být upnut mechanicky (např. sklíčidlo, mezi hroty, svě-
rák, upínky) nebo magneticky. Typ upnutí závisí hlavně na metodě obrábění. [7] 
2.4 Posuvové součásti 
Suporty jsou pohyblivé částí obráběcího stroje zajišťující přivedení nástroje do místa řezu. Po-
hyb může být generován ručně nebo automaticky pomocí automatického posuvu. Ruční pohon 
suportů bývá využíván u některých konvenčních obráběcích strojů, avšak ve většině případů je 
stroj vybaven kombinací ručního a automatického pohonu. Při automatických víceúčelových 
strojů se ruční pohon využívá pouze při nájezdu souřadnicových os obráběcího stroje nebo dal-
ších příprav předcházejících proces obrábění. Pohon ve směru podélného suportu je prováděn 
pomocí: [4] 
 Kuličkového šroubu a matice 
 Pastorku a hřebenu 
 Šneku a šnekového hřebenu 
 Lineárního motoru 
Mechanismus kuličkového šroubu zajišťuje převod rotačního pohybu pohonu na 
translační pohyb v podélné ose suportu. Valivá tělíska zajišťují valivý pohyb mezi závity matice 
a šroubu. Tím je snížena velikost působící třecí síly. Zvyšuje se tak účinnost mechanismu. Na 
obr. 2.10 jsou zobrazeny dva základní typy uspořádání mechanismu s kuličkovým šroubem. [1] 
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Mez hlavní požadavky na konstrukci kuličkového šroubu patří vysoká tuhost pro zajiš-
tění přesného vedení nástroje do místa řezu a minimalizace hmotnosti s ohledem na dynamické 
chování celého mechanismu. Cílem návrhu je tedy najít optimální řešení mezi těmito dvěma 
požadavky. Aplikace návrhu mechanismu s kuličkovým šroubem pomocí metody konečných 
prvků je zobrazena v kapitole 3.3.5. [13] 
Při návrhu a optimalizaci suportu obráběcího stroje je nejčastěji přistupováno pomocí 
metody konečných prvků. Uložení kuličkového šroubu ve valivých ložiskách je nahrazeno troj-
rozměrnými pružnými a tlumícími elementy. Těmito elementy je taktéž nahrazen naváděcí sys-
tém popisující vzájemný pohyb jednotlivých součástí a také montážní zařízení, které slouží 
k upnutí obráběcího stroje k základní desce. [1] 
Součástí návrhu nosné části obráběcího stroje je také určení rozměrů hadic, kabelů 
a svazků dle charakteristických hodnot jednotlivých prvků. 
2.5 Automatická výměna nástroje 
Zařízení sloužící pro automatickou výměnu nástroje (AVN), má výrazný podíl na produktivitě 
obráběcího stroje. Mechanismus sloužící pro automatickou výměnu nástroje se nejčastěji vy-
skytuje u číslicově řízených strojů (CNC stroje). Snaha konstruktéra obráběcího stroje je dosa-
žení minimální doby procesu výměny předmětu. Splněna musí být také skutečnost, že při ob-
ráběcím procesu je nutné zajistit nástroji požadovanou tuhost. Pro univerzální stroje je důležitou 
vlastností také vysoká kapacita zásobníku sloužícího pro uložení aktuálně nepoužívaných ná-
strojů. Tuhost celého mechanismu výměníků je důležitá vlastnost pro přesné přemístění ná-
stroje z upínacího mechanismu do zásobníku a obráceně. Nízká tuhost může způsobovat ne-
přesnosti v trajektorii pohybu nástroje mezi zásobníkem a upínacím mechanismem. Následky 
se pak mohou projevovat v nekvalitním upnutí nástroje. Touto skutečností je pak ovlivňována 
kvalita obráběcího procesu. [14]  
2.6 Programovatelná část 
CNC stroje jsou ovládány řídicím systémem. Systém využívá vytvořeného programu ke správ-
nému řízení stroje. Na obr. 2.11 je zobrazeno blokové schéma programovatelných prvků CNC 
obráběcího stroje. [15] 
 
obr. 2.10: Uspořádání mechanismů s kuličkovým šroubem [12] 
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obr. 2.11: Zjednodušené schéma řídicího systému CNC [15] 
Pro řízení CNC strojů je určen programovacími jazyky typu G a M. Označení jednotli-
vých funkcí, jejich název a použití popisují následující normy: [15] 
 ČSN ISO 6983-1 (184315), Číslicové řízení strojů. Formát programu a definice 
adres. 
 ISO (DIN 66025) NC Programování. 
Součástí programovatelné části mimo tvorbu programu chování jednotlivých částí stroje během 
procesu obrábění může být taktéž zařízení pro určení simulací řezného procesu nebo kontroly 
kolizí. [1] 
2.7 Kryty, ochranné prvky, design 
Pro zajištění maximální možné bezpečnostní práce je nutné analyzovat a eliminovat skutečnosti 
ohrožující obsluhu, součástí obráběcího stroje nebo životní prostředí. Nedílnou součástí obrá-
běcího stroje jsou tedy ochranné kryty a prvky. Důležitou funkcí krytů je také odvod třísek 
a chladicí kapaliny z místa řezu. Požadavkem při návrhu krytů je také zamezení hluku obrábě-
cího stroje. Kryty obráběcích strojů mimo zajištění bezpečnosti jsou navrhovány i z estetického 
hlediska. Obr. 2.12 zobrazuje obráběcí stroj TOS FUT společnosti TOS Kuřim osazený ochran-
nými kryty. Ke zvýšení bezpečnosti práce rovněž přispívají také příkazové, výstražné nebo in-
formační tabulky a nálepky. [4] [16] 
 
obr. 2.12: Obráběcí stroj TOS FUT [16] 
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3 METODY NAVRHOVÁNÍ 
3.1 Rozbor kinematického chování, tvorba konceptu 
Prvním krokem při návrhu prototypu obráběcího stroje je rozbor kinematického chování jeho 
částí a tvorba základního konceptu. Před počátkem řešení návrhu prototypu obráběcího stroje 
je nutné určit základní parametry. Je potřeba definovat hlavní rozměry (např. maximální roz-
měry stroje, velikost pracovního prostoru) a důležité parametry (topologie, typ kinematiky ná-
stroje, posuvů, obrobku). Také zde vstupují specifické požadavky zakázky. Jelikož se jedná 
o počátek řešení návrhu virtuálního prototypu, výsledky analýzy určují parametry velmi zjed-
nodušeného modelu. Z konceptu lze určit přibližné rozvržení jednotlivých těles, jejichž vý-
sledné parametry budou následně získány aplikací pokročilejších metod řešení. Mezi určené 
informace také patří předběžná trajektorie pohyblivých těles soustavy. Výsledky této analýzy 
jsou přeneseny jako parametry do analýzy soustavy těles. [1] 
3.2 Soustavy těles 
Dalším z přístupů využívaných při tvorbě virtuálního prototypu je metoda soustavy těles (an-
glicky multibody system – MBS). Umístění těles soustavy je určeno silovými a kinematickými 
vazbami. Tělesa se zpravidla modelují a charakterizují jako tuhá, může se však jednat také o tě-
leso elasticky deformovatelné, případně o kombinaci obou zmíněných stavů. MBS model ob-
sahuje kinematické a silové vazby. Tuhé těleso při působení vnějších sil zachovává svůj tvar, 
objem, povrch, hmotnost a další charakteristické vlastnosti. Za tuhá tělesa jsou při výpočtové 
analýze nebo návrhu považovány takové součásti, které vykazují zanedbatelné hodnoty zmíně-
ných charakteristik při vnějším silovém působení. Kinematické vazby přenášejí reakční síly 
těles a odebírají příslušným tělesům stupně volnosti. Mezi nejčastější druhy kinematických va-
zeb v obecné rovině patří vetknutí, obecná, rotační, valivá nebo posuvná vazba. Silové vazby 
se v soustavě tuhých těles realizují pomocí pružných a tlumících elementů s danou tuhostí resp. 
útlumem. Některá tělesa jako např. klouby nebo generátory chodu můžeme nahradit jednodu-
chými zidealizovanými tělesy, které jsou popsány vztahy pro jejich návrh a výpočet. Schéma-
tické značení soustavy těles je zobrazeno na obr. 3.1 [1] 
 
obr. 3.1: Obecná soustava těles [4] 
Soustavu těles lze řešit několika druhy analýz. Montážní analýza simuluje montážní stav 
pomocí soustavy nelineárních rovnic s parametry, které jsou popsány vstupními hodnotami ob-
ráběcího stroje. Tato analýza by měla předcházet každé z dále popsaných analýz. [1] 
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3.2.1 Statická analýza 
Analýza statické rovnováhy vyjadřuje závislosti vzájemného silového působení těles a vnějších 
vlivů. Pro každé těleso soustavy lze v 3D prostoru určit 6 rovnic statické rovnováhy: 1 
 ∑ 𝐹𝑥 = 0 (6.1) 
 ∑ 𝐹𝑦 = 0 (6.2) 
 ∑ 𝐹𝑧 = 0 (6.3) 
 ∑ 𝑀𝑥 = 0 (6.4) 
 ∑ 𝑀𝑦 = 0 (6.5) 
 ∑ 𝑀𝑧 = 0 (6.6) 
Tímto postupem lze určit slabé místo soustavy těles nebo neznámé hodnoty zatížení při dané 
bezpečnosti vzhledem k mezním stavu.  
3.2.2 Kinematická analýza 
Kinematickou analýzou lze stanovit předběžný výsledek kinematického chování navrhovaného 
systému. Pomocí této metody lze vyjádřit polohu s, rychlost v a zrychlení a tělesa v závislosti 
na čase kteréhokoli bodu mechanismu. 
 𝑠 = 𝑓(𝑡) [𝑚] (6.7) 
 𝑣 = 𝑓(𝑡) [𝑚 ∙ 𝑠−1] (6.8) 
 𝑎 = 𝑓(𝑡) [𝑚 ∙ 𝑠−2] (6.9) 
Vzniká zde omezení, které je určeno působením soustavy tuhých těles s výhradně kinematic-
kými vazbami. [1] 
3.2.3 Dynamická analýza 
Při dynamické analýze je výše uvedené omezení odstraněno. Soustava je doplněna o silové 
vazby pomocí fiktivních pružných a tlumících prvků s charakteristickými hodnotami tuhosti 
resp. tlumení dle požadavků řešení dané problematiky. Tyto elementy jsou deformovatelné 
pouze v jednom směru. Statická tuhost tělesa k vyjadřuje velikost působící vnější síly FP na 
těleso při vzniklé deformace tělesa 𝛿 o velikosti 1 metr. Pro součásti s konstantní tuhostí v ce-
lém objemu tělesa platí následující vztah: [17] 
 𝑘 =
𝐹𝑃
𝛿
 [N ∙ 𝑚−1] (6.10) 
Konstantní tuhost lze však uvažovat pouze v případě, jedná-li se o lineárně pružný materiál se 
zatěžováním v oblasti Hookova zákona 2. V ostatních případech je nutné počítat s proměnlivou 
tuhostí v celém objemu tělesa určenou vztahem: [4] 
 𝑘 =
𝑑𝐹𝑃
𝑑𝛿
 [N ∙ 𝑚−1] (6.11) 
                                                 
1 Zahrnuje 3 rovnice silové rovnováhy a 3 rovnice momentové rovnováhy. Ve speciálních případech úlohy 
v 3D prostoru mohou být některé ze zmíněných rovnic matematicky nepoužitelné (např. rovnoběžné působení sil 
na těleso – nepoužitelné 2 rovnice silové a 1 rovnice momentové rovnováhy) 
2 Hookův zákon: σ=E∙ε, kde σ [Pa] - normálové napětí, E-modul pružnosti v tahu [Pa], ε-deformace [-]   
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Pro zjednodušení výpočtu se často používá ekvivalentní hodnoty tuhosti dané vztahem: 
 𝑘 =
𝐹𝑃𝑚𝑎𝑥
𝛿𝑚𝑎𝑥
 [N ∙ 𝑚−1] (6.12) 
V mechanice těles je taktéž využívána veličina zvaná poddajnost c. Hodnota poddajnosti vyja-
dřuje velikost posunutí při velikost působící síly 1 Newton. Jde tedy o převrácenou hodnotu 
tuhosti. [4] 
 𝑐 =
1
𝑘
 [m ∙ 𝑁−1] (6.13) 
Tlumící element je charakterizován veličinou zvanou útlum b. Na obr. 3.2 jsou zobrazeny sché-
matické značky poddajných elementů.  
 
obr. 3.2: Značky poddajných elementů 
 
Pohybové rovnice těles jsou určeny pomocí vnějších silových účinků. Inverzní analýza vyja-
dřuje požadované silové působení na tělesa při zadaném pohybovém parametru jednoho nebo 
více těles. Takový postup je vhodný pro dimenzování těles. [2] 
Mechanické kmitání 
Působení silových účiníků s proměnlivou velikostí způsobuje kmitavé pohyby zvané mecha-
nické kmitání. Kmitání výrazně ovlivňuje životnost jednotlivých součástí, způsobuje vyšší 
hlučnost stroje a tím také snižuje bezpečnost práce. Důležitou vlastností soustavy obráběcího 
stroje je tedy schopnost efektivního tlumení nežádoucích kmitů. V určitých případech se však 
jedná o vliv nutný ke správnému chodu stroje. Uplatnění nachází např. u vibračních dopravníků, 
třídičů nebo pil. [18] 
Termín modální analýza popisuje proces určování základních vlastností kmitání soustav 
těles v různých stavech. Jedná se např. o stavy přechodové, provozní nebo mezní. Mechanické 
kmitání lze popsat pro každý stupeň volnosti nehomogenní diferenciální rovnicí druhého řádu 
s homogenními nebo nehomogenními okrajovými podmínkami. Maticový zápis pohyblivých 
rovnic je popsán následující rovnicí (6.14). Tabulka 3.1 zobrazuje popis jednotlivých prvků 
rovnice.[17] [6] 
 𝑴 ∙ ?̈? + 𝑩 ∙ ?̇? + 𝑲 ∙ 𝑞 = 𝑄(𝑡) (6.14) 
Tabulka 3.1: Symboly rovnic mechanického kmitání [18] 
symbol popis 
q vektor výchylek 
q̇ vektor rychlostí 
q̈ vektor zrychlení 
M matice hmotností 
B matice konstant tlumení 
K matice konstant tuhostí 
Q(t), Q0 ∙ sin(𝜔𝑡) vektor budících (harmonických) sil závislých na čase t 
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V mechanice těles lze kmitání rozdělit do dvou skupin. První skupina popisuje kmitání volné, 
kdy kmitavý pohyb způsobují pružné elementy při zatěžování konstantním silovým účinkem. 
Volné kmitání lze dále rozdělit na kmitání tlumené a netlumené. Netlumené kmitání představuje 
zidealizovaný stav, při kterém nedochází ke ztrátě energie. V pohybové rovnici (6.15) se po-
chopitelně oproti obecnému tvaru nevyskytuje tlumící člen a člen od budících sil, jelikož tyto 
dvě složky jsou nulové. Popisky jednotlivých prvků jsou zobrazeny v tabulce 3.1.[8] 
 𝑴 ∙ ?̈? + 𝑲 ∙ 𝑞 = 0. (6.15) 
Amplituda volného netlumeného kmitání pak vykazuje konstantní velikost (obr. 3.3). [17] 
 
obr. 3.3: Volné netlumené kmitání [18] 
Naopak při tlumeném kmitání vznikají ztráty energie vlivem smykového tření mezi tělesy nebo 
tlumením vzniklém odporem tlumících prvků. Tyto ztráty způsobují, že amplituda kmitů vol-
ného tlumeného kmitání zobrazená na obr. 3.4 postupně klesá až do ustáleného stavu. Pohybové 
rovnice (6.16) tedy navíc oproti volnému netlumenému kmitání obsahují i člen popisující tlu-
mení. Jednotlivé prvky jsou popsány v tabulce 3.1. [18] 
 𝑴 ∙ ?̈? + 𝑩 ∙ ?̇? + 𝑲 ∙ 𝑞 = 0 (6.16) 
Druhá skupina úloh popisuje vynucené mechanické kmitání. Vynucené kmitání je způ-
sobeno působením harmonických vnějších silových účinků nebo pohybem těles soustavy. Rov-
nice (6.17) popisující závislost pohybu na silovém působení je následující: [18] 
 𝑴 ∙ ?̈? + 𝑩 ∙ ?̇? + 𝑲 ∙ 𝑞 = 𝑄0 ∙ sin(𝜔𝑡) (6.17) 
Popis jednotlivých prvků rovnice je zobrazen v tabulce 3.1. 
Při řešení mechanického kmitání soustavy těles je nejvhodnějším přístupem metoda ko-
nečných prvků popsaná v kapitole 3.3. Analytický přístup je využíván pro soustavy s minimál-
ním počtem stupňů volnosti. Jedná se především o soustavy tuhých těles se silovými vazbami.  
Metoda soustavy tuhých těles vzhledem k vlastnostem tuhého tělesa nepopisuje veli-
kosti deformací jednotlivých těles. Je tedy vhodná pro počáteční řešení problematiky návrhu 
prototypu obráběcího stroje, kdy výstupem této metody bude základní pohled na statické, kine-
matické a dynamické hledisko.   
 
obr. 3.4: Volné tlumené kmitání [18] 
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3.2.4 Aplikace MBS při návrhu virtuálního prototypu 
Optimalizace dynamického chování 
V článku [5] se autoři G. Reinhart a M. Weissenberger zabývají simulací soustavy těles při 
optimalizaci dynamického chování během procesu návrhu vzhledu obráběcího stroje. Článek 
taktéž pojednává o zdokonalení výsledků analýz pomocí metody konečných prvků, která je 
popsána v kapitole 3.3. Na obr. 3.5 figuruje zobrazení přechodových charakteristik pohonu 
suportu pomocí kuličkového šroubu. Grafy zobrazují závislost pozice – x(t), rychlosti – v(t), 
proudu tekoucího motorem – I(t) a hnací síly suportu - F(t) v zavilosti na čase t. [5] 
 
obr. 3.5: Přechodové charakteristiky pohonu suportu [5] 
Model soustavy těles těžkého obráběcího stroje 
Tématem článku [19] od autorů J. Štětina, T. Březina, J. Vetiška a Z. Hadaš je tvorba 
zjednodušeného modelu soustavy tuhých a pružných těles pro experimentální řešení jednoo-
sého mechanického kmitání těžkých obráběcích strojů. Testované modely pochází ze společ-
ností TOSHULIN. Analýzy byly provedeny pomocí výpočtových programů ANSYS, 
MSC.Adams, MATLAB/SIMULINK. Digitální model byl sestrojen v programu 
SOLIDWORKS. Prvním krokem analýzy bylo zjednodušení tvaru modelu součástí, které zaru-
čeně nezpůsobují při nízkých frekvencích vibrace (šrouby, matice, podložky). Na obr. 3.6 je 
zobrazeno zjednodušené schéma soustavy těles obsahující pružné spojení suportu a rámu obrá-
běcího stroje. [19] 
 
obr. 3.6: Spojení rám a suportu pružným příčníkem [19] 
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Při jednosměrném translačním pohybu vzniká problém s umístěním kinematických ko-
nektorů. Jelikož se konektory vždy umisťují v jednom směru, může nastat problém při nepří-
močaré trajektorii. Obr. 3.7 zobrazuje jednoduché kinematické schéma se zakřivenou vodící 
tyčí. Problém vzniká v bodě vzdálenějším od počátku pohybu 0‘, kdy posuvné těleso je určeno 
rovnicí určující také bod 0. To znamená, že výsledné působení na tělese bude působit na rov-
noběžné. Trajektorie pohybu a očekávané postavení tělesa 2 v bodě 0‘ je jiné, než určují pohy-
bové rovnice. [19] 
 
obr. 3.7: Translační pohyb tuhého tělesa v blízkém (a), vzdáleném bodě (b) [19] 
Možným řešením problému je separace tělesa na úseky. V situaci rozebírané v článku 
se jedná o rozdělení na 5 úseků zobrazených na obr. 3.8. Ve středech jednotlivých úseků jsou 
poté určeny kinematické účinky.  
 
obr. 3.8: Rozdělení tuhého tělesa na úseky [19] 
Pro určení vlastních frekvencí bylo užito modální analýzy. Tímto postupem bylo určeno 
prvních 6 vlastních frekvencí. Obr. 3.9 zobrazuje závislost těchto frekvencí na pozici matice 
kuličkového šroubu. [19] 
 
obr. 3.9: Závislost vlastních frekvencí na pozici matice kuličkového šroubu [19] 
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3.3 Metoda konečných prvků 
Termín metoda konečných prvků popisuje numerickou metodu používanou pro optimalizaci 
návrhového výpočtu základních charakteristik. V současnosti se jedná o nejvyužívanější přístup 
numerické analýzy při návrhu a kontrole strojních součástí. Název metody vznikl překladem 
anglického termínu „Finite element method”. V mezinárodních kruzích se tato numerická me-
toda označuje jako zkratka vytvořená z názvu metody - FEM. Na území České republiky se 
taktéž užívá zkratky vzniklé z přeloženého názvu - MKP. V následujícím textu je pro označení 
užíván český název a jeho zkratka. Aplikaci při tvorbě obráběcího stroje nachází po stanovení 
základního kinematického chování a výpočtu soustavy tuhých těles, kde slouží pro analýzu 
a optimalizaci získaných parametrů. [6] [20] 
3.3.1 Základní termíny a vlastnosti metody 
Metoda konečných prvků je odvozena zobecněním Ritz-Galerkinovy variační metody, přičemž 
jejím základním principem je diskretizace řešené oblasti pomocí sítě konečných prvků. Oproti 
analytické metodě, kde je využíváno nekonečně malých elementů, numerické metody pracují 
s aproximovanou soustavou diskrétních podoblastí. U MKP je tato soustava nazývána síť ko-
nečných prvků. Síť konečných prvků je tvořena jednoduchými elementy absolutních rozměrů, 
které jsou definovány pomocí uzlů. Termín uzel představuje význačný bod na hranici daného 
elementu. Přesnost metody určuje kvalita aproximace řešené oblasti sítí konečných prvků. Při 
zmenšení prvků sítě lze dosáhnout zpřesnění pokryté oblastí touto sítí. Zvyšuje se tím však 
výpočtová náročnost celého procesu, jelikož síť obsahuje více prvků a tím pádem i více uzlů. 
Vyšší počet elementů však způsobuje také růst numerické chyby vzniklé vlivem zaokrouhlo-
vání výsledných hodnot analýzy v uzlech sítě. [21] 
3.3.2 Variační metody 
Z hlediska použití druhu variačního principu lze MKP rozdělit na dvě základní varianty řešení. 
Při deformační variantě metody konečných prvků jsou jako neznámé parametry využívány po-
suvy tělesa v daném bodě. Základem varianty je Lagreangeův variační princip, který popisuje 
že: [6] 
„Mezi všemi přípustnými funkcemi posuvů, které zachovávají spojitost tělesa a splňují 
geometrické okrajové podmínky, jsou funkcemi pružnosti ty posuvy, které minimalizují 
funkcionál 1 zatíženého tělesa.“ [6] 
Druhou možností přístupu metody konečných prvků je řešení pomocí silové varianty. Nezná-
mými parametry jsou zde prvky tenzoru napětí tělesa v daném bodě. Při návrhu strojních sou-
částí je nejčastěji používána deformační varianta MKP, silová varianta je používána méně. [21] 
3.3.3 Konečné prvky 
Hlavním požadavkem na konstrukci sítě konečných prvků je nutnost pokrýt vyšetřovanou ob-
last s předepsanou přesností aproximace. Jednotlivé elementy vytvořené sítě konečných prvků 
mají za úkol popisovat silové nebo deformační charakteristiky dle zatížení řešeného tělesa 
v místě polohy elementu. Tyto charakteristiky jsou definovány pomocí bázových funkcí. Při 
aplikaci metody konečných prvků je za bázové funkce užíváno polynomů stupně n. Maximální 
použitelný stupeň polynomu je určen výpočtovým programem nebo konstruktérem. Tvary jed-
notlivých prvků určuje prostorovost tělesa, požadovaná výstupní přesnost a přípustná výpo-
                                                 
1 Pojem funkcionál reprezentuje operátor zobrazující funkční hodnotu dané funkce [21] 
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čtová náročnost určená systémovými parametry výpočtového přístroje. Z hlediska prostoro-
vosti metoda rozlišuje 1D, 2D a 3D konečné prvky. Hrany obrazců konečných prvků jsou defi-
novány jako polynomy k-tého stupně. Hodnota k se podílí na přesnosti aproximace dané sítě, 
avšak také zvyšuje počet uzlů na hraně prvku. Rostoucí počet uzlů poté ovlivňuje počet rovnic 
potřebných pro řešení a tím pádem zvyšuje výpočtovou náročnost celého problému. [21] 
Na obr. 3.10 je zobrazeno pokrytí svařované sestavy sítí konečných prvků o různých 
velikostech jednotlivých prvků. Při druhé analýze je užito konečných prvků s trojnásobnou prů-
měrnou velikostí oproti prvnímu testu. V prvním případě je těleso pokryto 3669 prvky a 6556 
uzly. Síť pokrývající druhé těleso obsahuje 789 uzlů na 296 prvcích. 
3.3.4 Druhy analýz MKP 
Uplatnění při návrhu obráběcího stroje nachází metoda konečných prvků po určení předběž-
ných hodnot zjištěných metodou MBS pro zjednodušená tělesa. Tyto hodnoty je však nutné 
zohlednit pro reálnou situaci. Hlavními požadavky na výsledky této analýzy je optimalizace 
tvaru v závislosti na minimalizaci hmotnosti. Jednotlivé součásti si však musí udržet svojí bez-
pečnost vůči jednotlivým mezním stavům v dovoleném pásmu hodnot.  
První variantou analýzy metody konečných prvků je řešení statické úlohy. Výstupními 
hodnotami jsou zde deformace, napětí a síly působící na těleso. Setrvačné síly se při statické 
analýze uvažují s konstantní hodnotou. Zanedbány jsou také pružné a tlumící charakteristiky. 
Pro malé hodnoty elastických deformací je využívána lineární statická analýza využívající prin-
cipů analytického přístupu při výpočtu jednoduchých soustav těles. Nelineární analýza je ur-
čena pro úlohy vykazující nelineární průběh některé z charakteristik (např. velké hodnoty de-
formací, nelineární materiálové charakteristiky, creep) [22] 
Dynamický přístup analýzy metodou konečných prvků se zabývá hlavně řešení proble-
matiky mechanického kmitání soustavy těles. Základní rozdělení a vlastnosti mechanického 
kmitání je popsáno v kapitole 3.2.3. Simulace MKP nachází uplatnění při simulaci složitějších 
součástí o velkém množství stupňů volnosti.  
Termální přístup MKP má za úkol stanovení deformací způsobených působením tepla 
na součásti stroje.  
  
 
obr. 3.10: Sítě konečných prvků 
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3.3.5 Aplikace MKP při návrhu virtuálního prototypu 
Analýza termálního chování obráběcího stroje 
Velmi důležitou vlastností obráběcího stroje je jeho schopnost efektivně eliminovat generované 
teplo. Teplo je produkováno především: [23] 
 Procesem obrábění 
 Chodem stroje 
o Elektrický motor 
o Ložiska 
o Tření kuličkového šroubu 
o Vřeteno 
Přeměnu energií na teplo v jednotlivých částí stroje popisují rovnice v tabulce 3.1. Eli-
minace produkovaného tepla je prováděna přes nosnou soustavu obráběcího stroje (tento proces 
je popsán v kapitole 2.1). Simulace termálního chování během chodu tříosé frézky pomocí 
MKP je zkoumána autory M. Koura, M. LotfyZamzam a A. Shaaban v článku [23]. Výsledek 
termální analýzy kompletního modelu obráběcího stroje je zobrazen na obr. 3.11 [23] 
Tabulka 3.2: Rovnice pro výpočet vzniku tepla v částích obráběcího stroje [23] 
Část stroje Rovnice 1 
Elektrický motor 𝑄𝑚 = (1 − 𝜂𝑚) × 735 ∙ 𝑃 ∙ 𝜂𝑚 
Ložiska 𝑄𝑏 = 1,05 ∙ 10
−4 ∙ 𝑛 ∙ 𝑀𝑓 
Tření kuličkového šroubu 𝑄𝑟 = 𝜂𝑟 ∙ 𝜇 ∙ 𝐹𝑎 ∙ 𝑅𝑠 ∙ 𝜔 
 
 
obr. 3.11: Simulace termálního chování při chodu tříosé frézky pomocí MKP [23] 
                                                 
1
 Symboly Q
m
, Q
b
, Q
r
 [J] značí generované teplo jednotlivými částmi stroje. Značky η
m
, η
r
 [-] popisují účinnost 
motoru resp. mechanismu kuličkového šroubu. Výkon elektrického motoru má označení P [W]. Otáčky hřídele 
vřetene nesou značení n [𝑠−1]. Značka Mf [N∙m] je učena pro označení krouticího momentu hřídele. Symbol µ [-] 
je užit pro označení součinitele tření v kuličkovém šroubu. Jeho hodnoty dosahují hodnot přibližně 0,001 - 0,002. 
Axiální síla na kuličkový šroub je definována označením Fa [N]. Symbol Rs [m] označuje poloměr vnitřního 
kroužku ložiska. Úhlová rychlost hřídele je označena symbolem ω [rad∙s-1]. [23] 
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Termální model ložisek obráběcího stroje  
Článek [24] od autorů X. Min, J. Shuyun a C. Ying popisuje vliv přestupu tepla mezi hřídelí 
vřetene a ložisky. Ve většině případů návrhu vřetene je tato skutečnost považována za zanedba-
telnou, avšak tím dojde ke zkreslení výsledných hodnot od reálného výstupu. Schéma soustavy 
vřetene brusky je zobrazeno na obr. 3.12. Na obrázku je taktéž vyznačeno 6 bodů označených 
písmeny A-F, které slouží jako identifikátory pro další výsledky. [24] 
 
obr. 3.12: Schéma uložení vřetene s brusným kotoučem [24] 
Termální model je v článku řešen metodou konečných prvků. Na obr. 3.13 je zobrazena 
síť konečných prvků vygenerovaná v programu ANSYS na modelu soustavy vřetene uložené 
v nosné části obráběcího stroje. [24] Tepelný odpor kloubů je popsán v článku [25]. 
 
obr. 3.13: Síť MKP vřetene s brusným kotoučem [24] 
V článku [24] je uskutečněno porovnání výsledků termální analýzy. V prvním případě 
byl tepelný odpor ložisek zanedbán. U druhé analýzy je tepelný odpor ložisek uvažován. Po-
rovnání výsledných hodnoty simulací je zobrazeno v tabulce 3.2. Identifikátory A-F zobrazují 
body na hřídeli vřetene definované na obr. 3.12. [25] 
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Tabulka 3.3: Posunutí definovaných bodů způsobené termálním působením [25] 
Bod 
Složka 
posunutí 
[μm] 
A B C D E F 
Tepelný odpor loži-
sek zanedbán 
X 6,0793 5,2543 4,0029 2,5072 1,6402 0,9971 
Y 19,2 17,724 14,645 11,917 11,4 9,1554 
Z -2,785 -13,417 -19,574 -20,065 -22,095 -32,086 
XY 20,139 18,486 15,191 12,178 11,517 9,21 
Celkem 20,331 22,842 24,777 23,471 24,916 33,381 
Tepelný odpor loži-
sek uvažován 
X 9,2974 8,1949 6,0795 3,8323 2,5264 1,2326 
Y 29,577 27,409 22,698 18,472 17,441 13,766 
Z -0,3385 -12,74 -19,833 -20,45 -22,734 -33,563 
XY 31,004 28,608 23,498 18,865 17,623 13,821 
Celkem 31,006 31,316 30,749 27,823 28,765 36,297 
Rozdíl celkových posunutí 10,675 8,474 5,972 4,352 3,849 2,916 
Z hodnot obsažených v tabulce 3.2 vyplývá, že při zanedbání tepelného odporu ložisek 
je nárůst posunutí je nejvyšší v místě A, tj. v místě uložení dvouřadého válcového ložiska. Na-
výšení celkové deformace při uvažování tepelného odporu v ložiskách zde činí 53 % vůči cel-
kovému posunutí při zanedbaném tepleném odporu. Obr. 3.14 zobrazuje simulaci vzniku posu-
nutí způsobeného termálním působením. Při této analýze provedené v programu ANSYS je te-
pelný odpor uvažován. 
 
obr. 3.14: Deformace brusky způsobená vlivem tepla [24] 
Nepřesnosti hydrostatického vřetene vlivem tepla 
Vliv vedení tepla na celkovou nepřesnost hydrostatického vřetene obráběcího stroje popisují 
autoři D. Chen, M. Bonis, F. Zhang a S. Dong v článku [26]. Na obr. 3.15 je zobrazeno teplotní 
pole vřetene za klidu (a) a při maximálních otáčkách (b). 
 
obr. 3.15: Teplotní pole za klidu (a), při maximálních otáčkách (b) [26] 
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Analýza metodou konečných prvků deformace způsobené vedením tepla za klidu (a) a 
při maximálních otáčkách (b) je zobrazena na obr. 3.16.  
 
obr. 3.16: Deformace vlivem tepla za klidu (a), při maximálních otáčkách (b) [26] 
Z výsledků analýz vyplývá, že deformace při maximálních otáčkách je vůči klidovému 
stavu několikanásobná. Kritická místa termálního zatížení jsou v obrázcích vyznačena tmavě 
modrou a červenou barvou. [26] 
Modelování a analýza suportu obráběcího stroje  
Autoři M. F. Zaeh a Th. Oerti se v článku [12] zabývají aplikací MKP při návrhu a analýze 
suportu obráběcího stroje. Článek popisuje návrh mechanismu s kuličkovým šroubem, převo-
dového systému a řídicích systémů v jednotlivých osách pohybu. Pro analyzování soustavy me-
chanismu bylo užito metody konečných prvků pomocí softwaru MSC.Narstan/MSC.Patran. 
Geometrický a výpočtový model MKP je zobrazen na obr. 3.17. [12] 
 
obr. 3.17: Modely mechanismu s kuličkovým šroubem [12] 
3.4 Kombinovaná analýza  
Kombinovaná analýza nebo tzv. CO-simulace představuje návrh a analýzu mechatronické sou-
stavy tuhých a poddajných těles ve spolupráci počítačových programů ANSYS a ADAMS. 
Schéma zobrazené na obr. 3.18 ukazuje postup simulace a podíl programů na CO-simulaci. 
Pomocí analýzy vykonané v programu ADAMS je konstruktér schopen určit zatížení jednotli-
vých těles soustavy. Výstup ze softwaru ADAMS je zajištěn modulem ADAMS/Durability. 
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Hodnoty výstupu lze dosadit do programu ANSYS za okrajové podmínky. Následná analýza 
poslouží pro určení velikosti deformací. [27]  
 
obr. 3.18: Proces CO-analýzy v prostředí ADAMS-ANSYS [27] 
CO-simulace je využívána také v případě kombinace programů ADAMS/SIMULINK. 
Přístup je zde jiný, než při analýze pomocí programů ADAMS a ANSYS. Postup je zobrazen 
na obr. 3.19.  
 
obr. 3.19: CO-simulace ADAMS/SIMULINK [28] 
Z počátku je vytvořen model v programu ADAMS, který je následně exportován do lineárního 
modelu určeného pro prostředí SIMULINK. Poté dochází k analýze řešených problémů v obou 
modelech, které jsou mezi sebou vzájemně vázané. [1] [29]  
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4 VIRTUÁLNÍ REALITA 
Účelem virtuální reality (VR) je přiblížení virtuálního prostoru k prostoru reálnému. Hlavními 
požadavky na vybavení sloužící pro tvorbu virtuální reality jsou vysoká přesnost vykreslování 
modelu vůči zobrazovanému předmětu, možnost tvorby modelu reálného nebo fiktivního pro-
středí a schopnost vykreslování v reálném čase. Rychlost vykreslování předmětů je závislá na 
procesoru příslušného počítače. Typickými případy užití virtuální reality jsou obrábění, údržba 
strojních zařízení, kinematická simulace průmyslových robotů, vizualizace předmětů, výuka a 
výcvik, komunikace nebo virtuální prototypování. [30] 
Při návrhu virtuálního prototypu obráběcího stroje nachází VR využití při vizualizaci 
obráběcího stroje, při které je možné kontrolovat design a funkčnost jednotlivých součástí nebo 
celého obráběcího stroje. Při vizualizaci lze taktéž analyzovat kinematické a dynamické cho-
vání pohyblivých částí stroje. V souvislosti v kinematickým a dynamickým chováním lze VR 
využít také při kontrole potenciálních kolizí součástí stroje. Dalším možným využitím virtuální 
reality je simulace obráběcího procesu a simulace CNC systémů. [4] 
Systémy VR lze podle komunikace mezi uživatelem a virtuálním prostředím rozdělit do 
5 kategorií: [31] 
a) Virtuální prostředí je promítnuto na počítačovém monitoru. Systém je využíván 
v CAD/CAM programech. 
b) Modifikací prvního systému je tzv. video mapování, při kterém je promítnuta lidská 
postava ovládána uživatelem. 
c) Systém umožňující vstup uživatele přímo do virtuálního prostředí se nazývá 
imerzní. Uživatel je přenesen do VR pomocí speciálních helmy s aktivními prvky 
umožňující prostorové vidění virtuální reality 
d) Teleprezence popisuje režim, při kterém je možné přenést několik uživatelů na růz-
ných místech zeměkoule do jedné virtuální místnosti. 
e) Systém virtuální reality nazvaný Akvárium (anglicky Fish Tank) kombinuje imerzní 
přístup se systémem rozpoznávajícím pozici a orientaci lidské ruky. 
4.1 Hardwarová zařízení 
Zobrazovací zařízení 
Promítnutí virtuální reality lze provést třemi různými způsoby. První typ zobrazení je uskuteč-
něn pomocí projekčních brýlí (obr. 4.1). Tyto brýle fungují na principu malých monitorů zob-
razujících virtuální realitu. Monitory jsou uloženy v rámu, který si uživatel umístí na hlavu 
stejně jako klasické brýle. Výhodou tohoto principu je zamezení vlivu okolního prostředí na 
virtuální realitu. Brýle však mohou způsobovat při dlouhodobém užívání bolesti hlavy, závratě 
nebo nevolnost. Tabulka 4.1 zobrazuje vybrané modely projekčních brýlí. [22]  
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Tabulka 4.1: Projekční brýle dostupné na trhu [22] 
Výrobce Model Typ Zorné pole Hmotnost Popis 
Vuzix Tac-Eye LT Video 30° 51 g 
Displej pro jedno oko 
6 pohybových senzorů 
Liteye LE 750A Optický 24-28° 80 g 
Podpora 3D stereoskopického 
zobrazování 
Vuzix Wrap 920AR Video 31° 85 g 3 pohybové senzory hlavy 
Vuzix Tac-Eye Binocular Video 35° 200 g - 
eMagin Z800 3DVisor Video 40° 225 g - 
Trivisio Arvision-3D HMD Video 42° 250 g - 
Trivisio Arvision-S HMD Video 42° 250 g - 
Cybermind hi-Res800 (2D/3D) Video 26° horizontálně 700 g Podpora 3D stereo zobrazení 
Cybermind Vissette45 SXGA 
Video/ 
Optický 
45° horizontálně 750 g 
Podpora SXGA displeje 
Vysoké rozlišení (1280 x 1024) 
NVIS nVisor ST60 Video 48° horizontálně 1300 g 
Podpora SXGA displeje 
Vysoké rozlišení (1280 x 1024) 
NVIS nVisor SX111 Video 
102°  
horizontálně 
1300 g 
Podpora SXGA displeje 
Vysoké rozlišení (1280 x 1024) 
 
 
 
obr. 4.1: Projekční brýle Vuzix Wrap-920AR (a) [32], Cybermind Vissette 45-SXGA (b) 
[33] 
Aplikace promítání rozšířené virtuální reality lze taktéž uskutečnit pomocí mobilních 
zařízení (obr. 4.2). Využíváno je dvou druhů interakce s virtuální realitou. První možností pře-
nosu informací mezi virtuální realitou je uskutečněn pomocí obrazovky nebo změny polohy 
zařízení. Možný přístup je taktéž pomocí manipulace s reálnými objekty, které jsou promítány 
do rozšířené reality. Uživatel tak vstupuje přímo do virtuálního prostředí a je mu tím umožněno 
pohodlnější manipulace a práce s jednotlivými virtuálními modely. Nevýhodou metody je tedy, 
že pro práci s virtuálních realitou je potřeba fyzických modelů. Při manipulaci s modely je však 
narušena kvalita snímaného prostředí. [34] 
a) b) 
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obr. 4.2: Zobrazení VR mobilním zařízením [34] 
Třetí možností je vytvoření virtuální reality pomocí projektorů na speciální projekční 
plochy. Uživatel při užití této metody nemusí nosit žádné brýle a není tedy vystavován rizikům 
popsaným výše v kapitole. Velkou výhodou je také, že virtuální realitu je možno zobrazit pro 
více uživatelů současně. Projektory vytváří tzv. prostorovou rozšířenou virtuální realitu (an-
glicky spatial augmented reality – SAR). Projektory mohou být umístěny pevně nebo pohyb-
livě. Jako podklad pro projekci je užíváno projekčních ploch Powerwall nebo Workbench. Slo-
žením několika stěn vzniká projekční prostor CAVE (obr. 4.3). Metoda se dá aplikovat také 
jako kombinace virtuální reality se skutečnými tělesy. Autoři D. Saakes a P. Stappers se 
v článku [35] zabývají promítáním virtuálního designu na reálný předmět. [22] [4] 
 
obr. 4.3: Promítání VR v prostoru CAVE [36] 
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Snímače dotyku 
Pro ovládání prvků virtuální reality je užíváno speciálních rukavic (obr. 4.4a), nebo mecha-
nismů převádějící grafické úpravy provedené propiskou do virtuální reality (obr. 4.4b). 
 
 
obr. 4.4: CyberGlove – Cybergrasp (a) [37], Sensable – PHANTOM OMNI (b) [38] 
Pohybové senzory 
Pro simulaci pohybu osoby ve virtuální realitě je užíváno nejrůznějších pohybových senzorů. 
Tyto senzory fungují na magnetickém (obr. 4.5a), setrvačném nebo optickém (obr. 4.5b) prin-
cipu. [22] Přehled některých pohybových senzorů je uveden v tabulce 4.2.  
Tabulka 4.2: Pohybové senzory [22] 
Produkt Princip 
Ascension – driveBay Magnetický 
Xsens MTx Setrvačný 
InterSense – IS-1200 Setrvačný + Optický 
 
 
 
obr. 4.5: Ascension – driveBay (a) [39], InterSence – IS-1200 (b) [40] 
a) b) 
a) b) 
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5 NÁVRHOVÉ PROGRAMY 
Následující kapitola je věnována počítačovým programům využívaným při návrhu virtuálního 
prototypu obráběcího stroje. 
5.1 Programy pro tvorbu a analýzu virtuálních modelů (CAD) 
Zkratka CAD vychází z anglického názvu „computer-aided design” popisuje program umož-
ňující zobrazení, tvorbu a analýzu virtuálního modelu. Následující tabulka 5.1 zobrazuje po-
rovnání modelovacích softwarů. 
Tabulka 5.1: Modelovací programy [41] [42] [43] [44] 
Název Společnost 
Nejnovější verze  
(rok vydání) 
Popis 
Autodesk Inventor 
Professional 
Autodesk 2017 (2016) 
Modelovací techniky: 
- Přímé modelování 
- Parametrické modelování 
- Volné modelování 
Kompatibilita s mnoha typy CAD souborů 
Integrované simulace 
Návrh elektromechanických prvků 
CAD knihovna 
Návrh strojních součástí, trubek nebo hadic 
CATIA 
Dassault 
Systemes 
V6 (2014) 
Přímé nebo paralelní modelování 
Kontrola kolizí 
Součinnost v reálném čase 
2D nákres pro 3D design 
Autofiletování 1 
Inteligentní duplikace dat 
Jednoduché nastavení platformy 
SOLIDWORKS  
3D CAD 
Dassault 
Systemes 
2016 (2015) 
3D modelování (přímé, parametrické) 
Možnost tvorby velkých soustav těles 
(100 000+ kusů) 
Vizualizace, simulace 
Návrh plechových součástí, svarových 
spojů, plastových součástí, odlitků, forem 
nebo elektrických součástí 
Revize, kontrola kolizí 
Analýza tolerancí 
CAD knihovna 
PTC Creo Parametric PTC Creo 3.0 (2014) 
2D/3D CAD – parametrické a přímé mode-
lování 
Simulace, vizualizace 
Schopnost otevřít i jiné datový typ souboru 
(včetně souborů od programu společností 
Dassault Systemes a Autodesk) 
                                                 
1 Schopnost zaoblení hrany proměnlivou hodnotou rádiusu. 
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Následující obrázky zobrazují modelovací prostředí v programech SOLIDWORKS 3D CAD 
(obr. 5.1) a AUTODESK INVENTOR PROFESSIONAL (obr. 5.2) 
5.2 Výpočtové programy (CAE) 
Výpočtové programy lze dle aplikace rozdělit na programy pracující s analýzou soustav těles 
pomocí výpočtových technik a programy pracující s metodou konečných prvků. 
  
 
obr. 5.1: Prostředí programu SOLIDWORKS 
 
obr. 5.2: Prostředí programu Autodesk Inventor Professional 
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5.2.1 Analýza soustavy tuhých a poddajných těles 
ADAMS – modul machinery 
Program od společnosti MSC Software je určen pro návrh konstrukce, pohybu a ovládání sou-
částí navrhovaného mechatronického systému. Program umožňuje využití modulů s definova-
nými komponenty (např. řemeny, řetězy, ozubená kola, elektromotory, ložiska, vačky). [45] 
Prostředí programu ADAMS je zobrazeno na obr. 5.3. 
 
obr. 5.3: Prostředí programu ADAMS [45] 
MATLAB - SIMULINK 
Spolupráce počítačových programů ADAMS a MATLAB – konkrétně softwarového rozšíření 
SIMULINK je popsána v kapitole 3.4. Program SIMULINK provádí analýzy pomocí bloko-
vého schématu. Ukázka blokového schématu je předvedena na obr. 5.4 
 
obr. 5.4: Ukázka blokového schématu programu SIMULINK [46] 
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Virtual Lab 
Program je produktem společnosti SIEMENS AG nachází uplatnění při analýze mechatronic-
kých systémů. Užívá se při dynamické analýze nebo simulaci soustav lineárně i nelineárně 
pružných těles. [47] 
MADYMO 
Software společnosti TASS International využívající analýzu soustavy těles pro simulaci auto-
mobilních testů nárazu. [48] 
5.2.2 Metoda konečných prvků 
ANSYS 
Dominantní postavení v oblasti aplikace metody konečných prvků zaujímá sada výpočtových 
balíčku softwaru ANSYS od stejnojmenné společnosti. Nejedná se však o jediné zaměření. Vý-
počtové programy této společnosti jsou využívány v různých oblastech techniky. Jedná se např. 
o strukturální analýzu, fluidní dynamiku, elektroniku nebo termomechaniku. Pro aplikaci me-
tody konečných prvků slouží následující programy: [49] Uživatelské prostředí programu je zob-
razeno na obr. 5.5 
 ANSYS Mechanical – strukturální analýza zahrnující dynamickou nebo termál-
ního analýzu 
 ANSYS Maxwell/ANSYS HFSS – simulace elektromagnetického pole 
 
obr. 5.5: Prostředí programu ANSYS Mechanical 
MARC 
Software MARC je dílem společnosti MSC Software umožňující nelineární dynamickou ana-
lýzu. Tato analýza zahrnuje např. kontaktní, termomechanickou, lomovou analýzu s možností 
užití materiálů s nelineárními charakteristikami. [50] 
NASRTAN 
Dalším softwarem pracujícím s MKP od společnosti MSC Software je NASTRAN. Využití 
programu spočívá ve strukturální statické, dynamické a termální analýzy při lineárních nebo 
nelineárních charakteristikách. Obsahuje také automatickou optimalizaci struktury a únavovou 
analýzu. [51] 
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ABAQUS 
Program ABAQUS společnosti Dassault Systèmes nachází uplatnění při analýze vibrací, neli-
neárního zatížení a kombinací statického a termálního chování při návrhu jednotlivých těles 
nebo soustav. [52] 
Integrovaná pevnostní analýza v CAD programech 
Metodu konečných prvků využívají také modelovací programy. Software Inventor Professional 
společnosti Autodesk v základní výbavě umožňuje např. analýzu napětí nebo vibrací pomocí 
této metody. Rozšířením softwaru o balíček AUTODESK Nastran je umožněna analýza únavy 
chování, pohybu součástí nebo vedení tepla. Pevnostní analýza byla užita při simulaci zobra-
zené na obr. 2.3 a obr. 2.4. Program SOLIDWORKS 3D CAD umožňuje lineární nebo neline-
ární pevnostní, termální nebo fluidní analýzu. Dalšími možnostmi využití softwaru je simulace 
pohybu součástí. [53] [54] 
5.2.3 Ostatní výpočtové programy 
Maple 
Software Maple vyvinutý společností Maplesoft slouží k řešení symbolických nebo numeric-
kých výpočtů a jejich následné vizualizaci. [55] 
PTC Mathcad 
Společnost PTC stojí za vývojem programu PTC Mathcad, ve kterém lze realizovat technické 
výpočty a analýzu výsledků. [56] 
5.2.4 Virtuální realita 
ARToolKit 
Jednoduchý software použitelný na mnoha platformách (Mac OS X, PC, Linux, Android, iOS). 
Jedná se o open-source program, takže je dostupný zdarma. Kvalitní kalibrace videa a sledování 
pohybu patří mezi hlavní výhody této aplikace. [57] 
Vuforia 
Vývojářská softwarová sada (anglicky Software Development Kit – SDK) sloužící pro tvorbu 
virtuální reality na mobilních zařízeních. [58] Prostředí programu je zobrazeno na obr. 5.6. 
 
obr. 5.6: Prostředí programu Vuforia [58] 
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6 ZHODNOCENÍ A DISKUZE 
Aktuálním trendem světa techniky je snaha o dosažení co nejvyšší efektivity výroby za mini-
mální finanční náklady. Systém INDUSTRY 4.0 představuje revoluční přístup tvorby a řízení 
procesů. Hodnota 4.0 označuje pomyslnou čtvrtou průmyslovou revoluci.1 Hlavním účelem je 
maximální kooperace jednotlivých oblastí výrobního procesu pomocí virtuálního prostředí. 
[59] Schéma provázanosti výrobních procesů v systému INDUSTRY 4.0 pomocí kyber-fyzi-
kální sítě je zobrazeno na obr. 6.1.  
 
obr. 6.1: Systém INDUSTRY 4.0 [59] 
Součástí systému je tzv. digitální dvojče, které je průběžně aktualizováno dle postupu procesu 
výroby. Porovnání podílů digitálního a reálného světa na procesu výroby je zobrazeno na 
obr. 6.2 .[60] 
 
obr. 6.2: Podíl digitálního a reálného světa systému INDUSTRY 4.0 [60] 
                                                 
1 První průmyslová revoluce – vynález a aplikace parního stroje 
Druhá průmyslová revoluce – vynález a aplikace elektřiny, zavedení sériové výroby 
Třetí průmyslová revoluce – Automatizace výrobního procesu 
Kyber-fyzikální systém výroby 
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7 ZÁVĚR 
Cílem této bakalářské práce bylo vytvoření rešerše modelovacích technik a jejich využití při 
návrhu virtuálního prototypu obráběcího stroje. Úvodem práce popisuje základní výhody vyu-
žití virtuálních prototypů v oblasti techniky. Taktéž je zde poskytnuto porovnání návrhového 
procesu při práci s fyzickým a virtuálním prototypem. Úvodní kapitola rovněž popisuje mode-
lovací termíny a základy modelovacího postupu.  
Další kapitola je věnována popisu obráběcího stroje. Zmíněno je složení obráběcího 
stroje z jednotlivých kategorií komponentů, přičemž každá kategorie je popsána v samostatné 
části textu. Text také obsahuje klíčové požadavky a parametry komponentů, které musí být při 
návrhu zohledněny.  
Třetí část textu je věnována třem návrhovým metodám. První sekce je věnována popisu 
tvorbě konceptu a definování základní kinematiky těles. Druhá část popisuje analýzu soustavy 
těles. Poslední část této kapitoly je věnována analýze soustav těles metodou konečných prvků. 
Aplikace metod na reálných problémech je zobrazena v příslušných sekcích pod popisem me-
tody. Na závěr kapitoly je uskutečněn popis kombinované analýzy. 
Čtvrtá kapitola obsahuje seznámení s prostředím virtuální reality. Jsou zde popsány 
hardwarová zařízení využívána při aplikaci virtuální reality dle požadavků aplikace. 
Následující sekce obsahuje přehled softwarových programů sloužících k práci s virtuál-
ním prototypem. Popsány jsou výpočtové a modelovací programy a také softwarová zařízení 
užívaná pro fungování virtuální reality.  
Závěrečná kapitola se věnuje aktuálnímu tématu INDUSTRY 4.0. 
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11 SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK 
Seznam symbolů: 
Označení Jednotka Název 
Fx N x-složka síly 
Fy N y-složka síly 
Fz N z-složka síly 
Mx N ∙ m x-složka momentu 
My N ∙ m y-složka momentu 
Mz N ∙ m z-složka momentu 
s m dráha 
v m ∙ s−1 rychlost 
a m ∙ s−2 zrychlení 
Fp N vnější síla působící na pružný element 
k N ∙ 𝑚−1 konstanta tuhosti 
c m ∙ 𝑁−1 konstanta poddajnosti 
δ m posunutí bodu v místě pružného elementu 
Fp,max N maximální vnější síla působící na poddajné těleso 
δmax m maximální posunutí bodu ležícím na poddajném tělese 
b N ∙ s ∙ 𝑚−1 konstanta útlumu 
M – matice hmotností 
B – matice konstant útlumu 
K – matice konstant tuhosti 
q – vektor výchylek 
q̇ – vektor rychlostí 
q̈ – vektor zrychlení 
Q(t) – vektor budících sil závislých na čase t 
𝑄0 ∙ sin(𝜔𝑡) N harmonická síla 
𝑄𝑚 J teplo generované elektromotorem 
𝑄𝑏 J teplo generované ložisky 
𝑄𝑟 J teplo generované třením kuličkového šroubu 
𝜂𝑚 % účinnost elektromotoru 
𝜂𝑟 % účinnost mechanismu kuličkového šroubu 
P W výkon elektromotoru 
n 𝑠−1 otáčky vřetene 
𝑀𝑓 𝑁 ∙ 𝑚 krouticí moment hřídele 
µ – součinitel tření kuličkového šroubu 
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Označení Jednotka Název 
𝐹𝑎 N axiální síla působící na kuličkový šroub 
𝑅𝑠 m poloměr vnitřního kroužku ložiska 
ω 𝑟𝑎𝑑 ∙ 𝑠−1 úhlová rychlost hřídele 
σ Pa normálové napětí 
E Pa modul pružnosti v tahu 
ε – deformace 
Seznam zkratek 
Zkratka Význam 
VP Virtuální prototyp 
VMT Virtuální obráběcí stroj (Virtual machine tool – anglicky) 
VMfg Virtuální výroba (Virtual manufacturing – anglicky) 
VA Virtuální montáž (Virtual assembly – anglicky) 
VMach Virtuální obrábění (Virtual machining – anglicky)C 
VR Virtuální realita 
VE Virtuální prostředí (Virtual environment – anglicky) 
AVN Automatická výměna nástroje 
CNC Počítačové číslicové řízení 
MBS Simulace soustavy těles (Multibody system – anglicky) 
CAD Počítačem podporované projektování (Computer aided design – anglicky) 
MKP, FEA Metoda konečných prvků (Finite element analysis – anglicky) 
CAM Počítačem podporované obrábění (Computer aided manufacturing – anglicky) 
SXGA Počítačový displej s rozlišením 1280×1024 px. (Super extended graphics array – anglicky) 
px pixel 
SAR (Spatial augmented reality – anglicky) 
CAE (Computer aided engineering – anglicky) 
CAVE (Computer assisted virtual environment – anglicky) 
SDK Vývojářská softwarová sada (Software development kit – anglicky) 
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12 SEZNAM PŘÍLOH 
Příloha 1: Vybrané tvary prvků použitelné při analýze metodou konečných prvků [6] 
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PŘÍLOHY 
Příloha 1: Vybrané tvary prvků použitelné při analýze metodou konečných prvků [6] 
Druh prvku Schéma 
Minimální  
počet uzlů 
Deformační  
parametry 
Způsob namá-
hání 
Příhradový  
prvek 
Rovinný 
 
2 u, v 
Tah, tlak 
prostorový 
 
2 u, v, w 
Nosníkový prvek 
 
2 w, 𝜑𝑦 Ohyb, smyk 
Rámový prvek 
Rovinný 
 
2 u, v, 𝜑𝑧 
tah, tlak, ohyb, 
smyk 
prostorový 
 
2 
u, v, 
w, 𝜑𝑥, 𝜑𝑦, 𝜑𝑧 
tak, tlak, ohyb, 
smyk, krut 
Membránové 
prvky 
Trojúhelník  
lineární 
 
3 
u, v 
Síly v rovině  
střednice Trojúhelník  
kvadratický 
 
6 
Čtyřúhelník  
bilineární 
 
4 Úlohy rovinné 
napjatosti,  
deformace,  
rotační symetrie 
Čtyřúhelník  
izoparametrický 
 
8 
Deskový prvek 
 
4 w, 𝜑𝑥, 𝜑𝑦 ohyb, smyk 
Obecná skořepina 
 
4 u, v, w 
ohyb, membrá-
nové namáhání 
Tělesové prvky 
Čtyřstěn 
 
4 
u, v, w 
obecná prosto-
rová napjatost, 
řešení masiv-
ních těles 
Pětistěn 
 
6 
Šestistěn  
8 
 
20 
 
